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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Sei 4, € A.

(a) Zeigen Sie, dass limsup,,_,., Ay, liminf, . A, € A. (Die Definitionen des Limes
Superiors und des Limes Inferiors finden Sie in der Aufgabe 2, Serie 2)

(b) Sei p(Ug>nA,) < oo fiir ein N € N. Zeigen Sie, dass p(limsup,,_,., An) >
lim sup,,_, . 1(A4,).

(c) Zeigen Sie p(liminf, . A,) < liminf, o p(A,).

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei p : 2% — [0,00) ein duBeres Mafl und sei M das System der p-messbaren
Mengen. Seien d : M x M — [0,00) und die Relation ~ definiert durch

d(A, B) == W(AAB), A~ B u(AAB) = 0.

Zeigen Sie, dass (M/ ~,d) ein vollstédndiger, metrischer Raum ist. (vgl. Aufgabe 1,
Serie 3)

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Jede abgeschlossene Teilmenge des A C R™ ist Borelsch, also des Lebesguesche Maf3
L"(A) — [0, 00| definiert.
Man untersuche, ob folgende Funktion 7 : 28" — [0, co] ein dufleres Mafl ist:

n(A) = L"(A).

Dabei bezeichnet A die abgeschlossene Hiille von A.
Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei (X, A, ) ein Mafiraum. Man nennt A € A p-Atom, wenn p(A) > 0 und wenn
fiir jedes B € A mit B C A gilt u(B) =0 oder u(A\B) = 0. Man zeige:

(i) Es sei A ein p-Atom mit B € A und B C A. Dann gilt entweder u(B) = p(A)
oder p(B) = 0.

(ii) Es sei A € A mit 0 < p(A) < oco. Ferner gelte fir jedes B € A mit B C A
entweder u(B) = u(A) oder p(B) = 0. Dann ist A ein p-Atom.

(iii) Es seien p o-endlich und A € A ein p-Atom. Dann gilt u(A) < oo.

Bitte schreiben Sie Ihre(n) Namen, die Matrikelnummer sowie die Nummer Ihrer
Ubungsgruppe auf jedes Losungsblatt. Abgabe ist am Montag, 19.11 bis 12:00.



